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Zusammenfassung

Die vorliegendeArbeit beschreibkein Verfahrenzur effizientenund schnellerBe-
rechnungzentroidalerioronoi-Tesselierungenahezibeliebiggeformterzweidimen-
sionalerObjekte.Die Besonderheidlerhierfur entwickeltenBerechnungfronist dabei,
dafRalle Berechnungenurchgrafischebzw. numerische/erfahrenabgedecktverden
undnichtanalytischerfolgen.Hierdurchist der Einsatzvon Graphikhardware moglich
und damit eine effiziente BehandlungallgemeinerObjekte. Anhandeiniger Anwen-
dungsbeispielavird die Ntzlichkeit derVerfahrendemonstriert.

1 Motivation

In [DHOSO0Q wurdebeschriebenyie punktformigeObjekteauseinerzufalligenoderre-
gelmaRigenVerteilunguber Relaxierungauf der Basisvon Voronoi-Diagrammetin eine
sogenannteentroidalé/oronoi-Tesselierungiberiuhrtwerdenkdnnenn derjedesObjekt
im Schwerpunkseines/oronoi-Gebietesitzt. Die AnordnungderPunktobjekteentspricht
danneinerPoisson-Disd/erteilung.Diese VerteilungenwurdenanschlieBenderwendet,
um Punktein einernichtrealistischemyepunkteterComputegraphik (engl. Stippling) an-
zuordnen.Es wurde dabeiempirischgezeigt,daR Kuinstlerihre Punktebeim Anfertigen
solchemDarstellungeraufahnlicheWeisesetzenSchonvorherwurdendieselberPunkter-
teilungenfiir die Positionierungson Pflanzenauf einer Oberflacheverwende{DHL * 98],
daauchin diesemFalle fiir manchePflanzenspeziesine Poisson-DiscdVerteilungange-
nommenwerdenkann.

In beidenFallenstellt sichdie Frage,ob mansolcheVerteilungemicht auchfur andersar
tige Objekteerzeugerkann.lm Fall dernichtrealistischeifComputegraphikkdnntendann
neuartigenichtrealistisch®arstellungemit beliebigerObjektengeneriertverdenjm Fal-
le der Modellierungvon Okosystemerkdnnteman Objektewie Aste oder Baumsamme
aufeinerOberflacheansprechenderteilen.Fur weitereAnwendungermgeriigtesebenélls
nicht,die einzelnerObjektelediglichalsPunktezu behandelnHier bestehtlie Notwendig-
keit, zentroidaleVoronoi-\erteilungenvon beliebiggeformtenObjekten(d.h.in derRegel
von beliebiggeformtenPolygonenyu erzeugen.

Die primareZielstellungdieserArbeit liegt daheiin derschnellerBerechnungler\Voronoi-
GebieteunddereffizientenDurchfuhrungderRelaxierungsschritteur Erzielungeinerzen-
troidalenVoronoi-TesselierungligemeineiObjekte.Hierbeihilft eine Arbeit von K. Hoff
etal. [HCK*99], die einevorherschonin [NDW93] vorgestellteBerechnungsmethodait
Graphikhardvarenutzt.
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2 Voronoi-Gebieteund deren graphischeBestimmung

Der von unsbetrachtetdcRaumzur Ermittlung einesVoronoi-Diagrammeiist in der Regel

der R?, die ObjektediesesRaumesseiendie Elementeeinern-elementigerMenge S =

{e1, €2, ...}. DasVoronoi-Diagramnder Elementmenges wird hier unter Zuhilfenahme
deseuklidschenAbstandsmalebestimmt.Fir zwei gegebenerElementeey, e, ist der
Bisektor die Mengealler Punktep aus R2, welchezu e; und e, dengleichenAbstand
habenEr teilt denEbene/Raunm zweioffeneHalbebenen.

Bisektor: B(e1,e2) = p € R?;|e1p| = |eap|
1.Halbebene: D(ei,e2) = p € R?;|eip| < |eap|
2.Halbebene: D(eq,e2) = p € R?;|eip| > |eap

DasVoronoi-Gebietzu einemElemente ist einekompakteRegion (fiir Punkteeinkornvexes
Polygon),welchesmmerauche enttalt.

Voronoi-Gebief’ R(e1, S) = ND(e1,e2),e2 € S\ €1 (1)

Zwei verschieden&lementee, , e, habendisjunkte Voronoi-Rejionen,dakeinp € R?
gleichzeitigzu D(eq, p) und D(e2, p) getbrenkann.Die VereinigungderVoronoi-Gebiete
ist eine Tesselierungler EbeneR?, wenn die Punkteder Bisektoren(Voronoi-Kanten)
zwischendenElementerhinzugenommemerden.

Zur Ermittlung von Voronoi-DiagrammerallgemeinerObjekte mussder euklidscheAb-
standsbgriff erweitertwerden DerkleinsteAbstandzwischereinemPunktp derZeichen-
ebeneundeinemObjekte wird definiertals:

lep| = min|gp|,q € e,p € R ()

Eswird alsojeweils dasMinimum der Abstandevon Objektpunkterzu p verwendetDer
BisektorzwischeneinemPunktund einemLinienseggmentbestehitdannauseiner Strecle
undzwei Parabelr. Der Bisektorzwischerzwei Liniensegmenterausvier Liniensggmen-
tenunddreiKurven.

SolcheVoronoi-Diagramméodnnenmit Hilfe einer3D-Grafikpipelinerelativ einfachprak-
tischbestimmiwerden Die Anforderungerandie Pipelinesinddabeilediglichdie Existenz
einesTiefenpufer mit individuell gespeicherterfiefenwertfir jedesPixel, eineMdglich-
keit zum Zeichnerfarbiger3D-Dreiecle undeineorthogonaleProjektion.

In [NDW93|(S. 406) sawie [HCK*99] wird ein Ansatz zur Berechnungvon Voronoi-
DiagrammenallgemeinerObjekte mit Hilfe von OpenGL prasentiert.Dieser Ansatzist
sawohl effizient durch den Einsatzvon Graphikhardvare zu implementierenals auch
gerigendflexibel um, eineReihevon Effektenzu testen Der grafischeBerechungsansatz
kann auchmit eineranderenGrafikbibliothekimplementiertwerdenwie z.B. Direct3D,
wichtig sind nur die genannterAnforderungerandie Grafikpipeline.FarbigeDarstellung

1Bildet die Linie die x-Achsein einemKoordinatensysterand liegt der Punktp auf dery-Achse,so getort
jederPunktzumBisektoy derdie Gleichungy = z2/2a + a - 2 erfilllt.



berbtigenwir zur Farbkodierungder einzelnenObjekte. Die 3D-Dreiecle, der Z-Puffer
(Tiefenpufer) unddie orthogonaleéProjektiongestatteres,die euklidischeEntfernungsbe-
stimmungkonstruktv umzusetzenDie orthogonaleProjektionist wichtig, um keinegeo-
metrischeVerzerrungzu erzeugerdie die Lageder Bisektorenverfalscherwiirde.

Die BeschreilingdesgrafischerAnsatzesvird deutlichwennwir zunachstvon Punkterzu
Linien und anschlieRendu Linienziigen/Polygonefibeigehen Wie ausder allgemeinen
Definition fur Voronoi-Diagrammeéhenorgehtliegt ein Hauptproblemn der Suchenach
der Mengevon Bisektoren Fir dentrivialen Fall, bei demlediglich zwei Punktegegeben
sind,ist derBisektorgleich der MittelsenkrechtezwischendenbeidenPunkten.
DieseMittelsenkrecht&kanngraphischhestimmtwerdenwennanderPositionder Punkte
auf der Zeichenebengweils ein in die Tiefe gerichteterunendlicherKegel gestelltwird,
dessenSpitze zum Betrachterzeigt. Der Schnitt zwischenbeidenKegeln ist genauder
gesuchtaisektor(Blickrichtungsenkrechzur AnordnungsebeneNutzt mandenTiefen-
puffer zur Ermittlung desBisektors,so bestehtdieserausgenauden Pixeln, fur die die
Tiefe auf beidenObjektendieselbest.

In Abbildung 1 ist die SeitenansichtlesTiefenpufersdamgestellt.An jedemPunktist ein
Kegel befestigt.
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Abbildung1: Geometrisch&onstruktionfir einenfall mit zweigegebenempunktformigen
Objekten

Dabeiist zu beachtengdalder Anstieg der Kegel gleichgro3seinmul3.Die resultierenden
Schnittpunkteder Hilfslinien (Kegelmantel) bestimmendie Lage der Mittelsenkrechten
unddamitdie LagederBisektorenFir mehrerdPunkteergibt sichdie Konstruktionanalog:
Zuerstwerdendie Punkteso im dreidimensionalefRaumangeordnetdald sie auf einer
gemeinsametitbeneliegen (in der Regel X-Y Ebene).Wiederwird an der Positionje-
desPunktedie SpitzeeinesKreiskegelsangesetztEin dreidimensionaleKegel wird un-
ter OpenGL/Direct3Ddurch eine Mengevon Dreieclen approximiert.Um die durchdie
BildauflosungmaximalmoglicheGenauigleit auszunutzersolltedie optimaleAnzahlder
KegelsgmenteS bestimmtwerden.Die Bestimmungsformehat als EingabgroRenden
Radiusder KegelgrundficheR sowie denmax. Fehlerwert) in Pixel (z.B.n = 0.5). Er-
gebnisist der spitzeWinkel a der gleichschenkligereiecle, die eineneinzelnerKegel



approximieren.
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Die Bestimmungler Anzahlder Kegelsgymentest damittrivial:
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Die Kegel sind gleich hochund besitzendengleichenGrundfiachenradiusEin optimaler
Radiusfur die Kegelgrundfacheist die grof3te Diagonaleder Zeichenfache,um im ge-
samtenZ-Puffer zu jederZeit gultige Z-Werte zu erzeugenJenachAnzahlund Lageder
Objektekannder gemeinsamé&adiusverkleinertwerden- was zu Performacesteigerung
fuhrenkann,weil wenigerClipping-Operationemotwendigsind.

Wahlt manfir jedenPunkteineandereKegelfarbeund betrachtetlie Zeichenfhchesenk-
rechtzur PunktebengKegelspitzerreigenzumBetrachtersowie eineorthogonald’rojek-
tion, sobildensichdurchdie gegenseitigdJberschneidungegenaudie Voronoigebieteler
entsprechendeRunkte Die Schnittberechnungrfolgt damitvollstandigdurchdie Grafik-
hardware.

Fur PunktobjektererwendemandurchDreiecle approximierteKreiskegel, fur Linien setzt
sichdie ApproximationauszweihalbenKegelnandenEndpunkterundderenVerbindung
durchVierecle zusammerfsieheAbbildung?2).
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Abbildung 2: Visualisierungder geometrischetonstruktiondurchverallgemeinert& e-
gel/Keglschnitteund Prismen

Abbildung3 zeigtdasErgebnisdesAlgorithmusamBeispielvon PunktobjektenDie Farb-
kodierunghatdenVorteil, daRdie Voronoi-Gebietalirekt ausdemFarbbild bestimmtund
danndenObjektenzugeordnetverdenkdnnen.Der Tiefenpufer musssomitgarnicht ex-
plizit ausgevertetwerden.

Die Genauigleit der Berechnungst bei diesemAnsatznatirlich begrenzt.Sie hangtim
wesentlichervon der raumlichenAufldsungder Zeichenfcheah Durch ausschnittswei-
sesBerechnen(Zooming) kann jedochdie Genauigleit lokal an gegebeneForderungen
angepassiverden.Der Nachteilder geringenAuflosungwird durchdie schnelleund ein-
facheBerechnungn vielen Anwendungséllenkompensiertin denfolgendenAbschnitten
wird die Verknipfungderhardware-basierteBestimmungvon Voronoi-Gebietemit dem
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Abbildung 3: a) farbkodierte Voronoi-Gebietep) Voronoi-Kanten,c) grauwertlodierter
Z-Puffer (Basis:funf punktformigeGeneratoren)

Relaxierungserfahrenvorgestellt,welchesesermiglicht, die gewiinschtemrAnordnungen
allgemeineiObjekteherzustellen.

3 Voronoi lteration

Das Problemder lokalen Optimierungvon Punktanordnungewurde bereitsAnfangdes
19tenJahrhundertgon Launhard{1882)undWeber(1909)untersuchtMitte des20.Jahr

hundertsschritt die Entwicklung entsprechendetdsungserfahrenweiter voran. Heute
kdnnenAnordnungsproblemenit einer groRenAnzahl von Punktenauf der Ebeneoder
demRaummit Hilfe von Voronoi-Diagrammemelostwerden Beispielesindin [OBS97

zu finden.Nachteilvieler Verfahrenist jedochdie relativ hoheZeitkomplexitat. Diesere-
sultiertausderaufwendigerLdsungder Zielfunktion:

Faroman) = Y [ 1/l =Pt ©

Die Funktion ¢(z) beschreibthierbei die Dichte der Ziel-Anordnung (Bewertungs-
funktion). f(\/(||z — =;||?)) ist eine einfache Kostenfunktion.Dabei ist der Ausdruck
V/(||z — z;||?) der EuklidischenAbstandder Punktez undz;.
DieseallgemeineOptimierungkanniiberVoronoi-Gebietdokal anger@hertwerden Hier-
zuwird dasVoronoi-Diagramnder PunktmengdestimmtundjederPunktin denSchwer
punktseinesvoronoi-GebieteserschobenDasVerfahrenwird auchLloyd’'s Methodege-
nanntfOBS97. SeienV; die Voronoi-Gebietaler Punktep;, ausGleichungl.

Der Grundalgorithmusler Voronoi-Relaxierundlteration)lautetwie folgt:

Globale Relaxierungs-Bedingung: Alle Operationerder Relaxierungverschieberdie
Objekteinnerhalbihrer Voronoi-Gebietd/, (0;), O; € O mitO C F C R?, wobeiF die
verwendet&eichenfécheist.



Der entwickelte Relaxierungs-Operatavird folgendermafedefiniert:

Eingabe: Objektmengd) (2D-Koordinaterder Objekte)
BedingungAlle ObjekteO; € O liegeninnerhalbvon F'.

Ausgabe: Objektmenge)’ mit verschobenenndgedrehten
Basisloordinaten.

Vorberechnung: BestimmeVoronoi-Gebietd/, (0O;) aller O; € O,
bestimme);,, = SchwerpunkiO;),
bestimmeD;,, = Hauptmoment&);).

Verschiebing/Drehung:  Furalle O; € O,
nimmV,(0;) ausV,(0),
bestimmél/, (0;)s, = SchwerpunktV, (0;)),
bestimmél/, (0;);, = Hauptmoment&/,(0;)).
verschiebe);, , aufVy(0;)sp,
dreheO;, sodaR0;,, aufV,(0;), zusammerdllen

ita

Die Flachenabgrenzunder ZeichenfacheF' bewirkt, dalRdie Objektedie Grenzevon F'
nichtiiberschreiterDamitsindalle Voronoi-Gebiet@bgeschlosseie Schwerpunkteler
so modifiziertenVoronoi-Gebietdiegendamitimmer innerhalbvon F'. Dadurch“verlas-
sen”die ObjekteO; € O niemalsdie ZeichenfacheF'. Die fur die Relaxierungnotwen-
digenFlachenmomentder einzelnenvoronoi-Gebieteverdenbeim hierbeiverwendeten
graphikhardvare-basiertensatz durch Bildverarbeitungserfahrenfiir jede Farbe (und
damitfur jedesVoronoi-Gebietapproximatv bestimmt.
Derobenbeschriebenglgorithmusverwendetmplizit einekonstantdBewertungsfunktion
¢(z,y). Die Bewertungsfunktiorkann,wie gesagtals eineBeschreilbingeinerangestreb-
tenObjektwerteilungsdichténterpretiertwerden Bevor die Erweiterungfiir nichtkonstante
Dichtefunktioneng(x, y) beschriebenvird, demonstrieremwir die Berechnungserschift
aneinfacherBeispielbildern.

In Abbildung 4 wird der Relaxierungsalgorithmusuf eine Mengevon 30 Punktenange-
wendet.Das erzielte Ergebnisgleicht demrein analytischemrAnsatz,der nochin [Hil99]
verwendetvurde.

Betrachterwir nun zufallig verteilte Linien unterschiedlichetangein einemTeilbereich
der zu betrachtendericbene(Abbildung 5(a)). Diese werdenauf zweierlei Arten rela-
xiert. Im erstenFall werdensie nur verschober{Abbildung 5(b)) im zweitenFall auch
gedrehiAbbildung5(c)). In beidenFallenentsprechedie entstehendeResultatainseren
Winscherin Bezugauf die visuelle Qualitat. Interessanterweisgcheinerauchdie initia-
len Uberlappungemicht zu storen,im Endegebniserhalt manjedesmakinegleichrmaRig
verteilteLinienschar

In Abbildung6 und9 liegt derVoronoi-IteratioreinerkonstanteDichtefunktionzu Grunde.
EinenahezibeliebigeBewertungsfunktionp(z, y) kannaufeinfachemweg in dasRechen-
schemantegriertwerden:Dazuwird derWertderBewertungsfunktiorfur jedenBildpunkt
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Abbildung 4: Punkt-Objekteund derenVoronoi-Diagramma) ohneRelaxierungp) nach
50 Iterationen
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Abbildung 5: Linien-Objekteund derenVoronoi-Diagrammea) keine Iteration, b) nach
150 IterationenohneDrehung,c) nach150Iterationenmit Drehung

vorberechnetindin einemzweidimensionalefreld abgespeicherkine spezielleBitmap
kdnnteebenélls verwendetverden,um die Berechnungenochmalszu beschleunigen.
Wahrend der grafischen Schwerpunkt-Bestimmungler Voronoi-Gebietewerden die
berbtigten Funktionswerteabgefragtund in From der numerischenlntegration von
Flachenintgralen ausgevertet. Anschaulichkann man sich die Vorgehensweisails die
Verschieling von Schwerpunkterdurch eine ungleichnéigeMassenerteilungauf den
Flachervorstellen.

4 Vorteile der grafischenBerechnung

Die analytischéBestimmungron Voronoi-Gebieterhesonderglervon Polygonerist rech-
nerischzeitaufwendiginderfordertauBerdenginekomplexe Implementierunglurchviele
mdgliche Sonderdlle. Die bei der analytischerBerechnungzur erreichendeésenauigleit
ist zwar beliebiggenauwennentsprechendgahlenformateverwendetwerden,fir viele



Anwendungernist jedocheine beggrenzteRechengenauigit ausreichendDie neueForm
derBerechnundietetaberdafur denVorteil, sovohl Dichtefunktionerals auchbeliebige
Objektemit demAlgorithmusbehandelrzu kénnen.

Anwendungerfir dieseErweiterungder Relaxierundassersich viele finden: So siedeln
sich Pflanzenbeispielsweisdevorzugtan Orten mit ganzspeziellenUmgehungsparame-
ternan,waszuungleichnaRigerAnordnungeritihrt. Dasin [Hil99] beschriebenBlustrati-
onswerkzeugrdnetdie PunkteeinerlllustrationnachwiederandererGesichtspunktean.
AndereAnwendungersindin der Zellbiologie, der Statistikoderder Bildkompressiorzu
finden[DFG99, wo ebenélls Verteilungermit unterschiedlicheharakteristikdbertigt
werden.

Beispielefur die OptimierungbeliebiggeformterObjektesind z.B. Objektanordnungeim
Grundrisservon Hausernoder technischerZeichnungenvon Maschinenteileroder aber
die Verteilungvon natirlichen Objektenwie Zweigen oder Steineninnerhalbvon 3D-
Modellen.Esgibt dahewiele Problemstellungemie im KernaufeineoptimaleAnordnung
von ObjekteninnerhalbeineseingeschiéinktenRaumeseduzierbasind.

Bevor praktischeBeispielevorgestelltwerden,soll nocheinmaleine grobeBeschreibing
desentwickelten Anordnungserfahrers gegebenwerden.FolgendeBerechnungsschritte
werdenbei derhardwarggestitztenRelaxierungdurchlaufen:

1. Vorberechnung:
Festlgenvon AbmessungederZeichenfache(X,Y,Z)
Vorbestimmungler ObjektapproximationFarbkodierung
Vorberechnungler Dichtefunktion

2. Iterative Berechnung:
ZeichnenderObjektapproximation
BerechnerderZwischenegebnisse
Verschielbingder Objektkoordinaten
Auswerternvon Abbruchbedingungen

3. AusgabederErgebnisse:
Prufung/Weitenerarbeitung/Anwedung

DervollstandigeAlgorithmusbesitztweitereUnterpunktedie jedochfiir dasgrundlegende
Verstindnisunwichtig sind. Die vorliegendelmplementierungst in C/C++ geschrieben
undmit 25 KByte Sourcecodesehrkompakt.

DasErgebnisfallt dannwie in Abbildung 9 damestelltaus.Als zugrundeligendeBewer-
tungsfunktiondientehierbeidie in Abbildung 8 gezeigtemehrdimensional&xponential-
funktion. Die hier entwickleteArt derlokalenOptimierungerbringtdie gleichenErgebnis-
sewie [DFG99. Der hiervorgestellteAlgorithmusist jedocheinfacherzuimplementieren,
schnellerin der Ausfihrungund kannnicht nur Punktobjektesondernbeliebiggeformte
Objekteoptimalanordnen.



Eine modellhaftepraktischeAnwendungist in Abbildung 10 dagestellt. Gegebenist ein
Maschinenteil(StanzteilausBlech) mit einerMengevon in der Lage festgelgten Boh-
rungen.Nun sollten,um Material einzuspareroder/unddasBauteil leichterauszutihren,
Durchbiicheeingebrachtverden.Durch die Anwendungder Relaxierungauf eine gege-
beneMengevon Durchbiichenwerdendieseauf dergegebenerilacheverteilt.

5 Zusammenfassungund Ausblick

In dervorliegenderArbeit konntegezeigwerdenwie mit einfacherMitteln einekomplexe
lokale Optimierungsaufgabauf der Basisvon Voronoi-Diagrammergrafisch/numerisch
gelbstwerdenkann.DasvorgestellteVerfahrenist wesentlichflexibler als die analytische
Variante welchenochin [Hil99]angevendetwurde.

Wird die Voronoi-Relaxierungauf eine Mengevon Linien oder Polygonenangavendet,
ergebensich einigespannend&ragen Beispielsweisést empirischzu klaren,ob dasVer-
fahrenin jedemFall konveriert, ein mathematischeBeweis stehtselbstfir Punktobjekte
nochaus[DFG99 undist daherfiir allgemeineDbjektenicht zu erwarten.

Fernersinddie statistischerkigenschaftederresultierendeVerteilungerzu untersuchen.
Derin [Hil99] benutzeAnsatz die statistischeltigenschafteim Frequenzraumu charak-
terisieren kannsichernicht auf ObjekteunterschiedlicheAusdehnungangavendetwer-
den.BestimmteEigenschaftemwie z.B. DrehungsinarianzdurchFouriertransformatiozu
untersuchenist allerdingseine einfacheund eleganteMethode.Fur die hier behandelten
ObjektemiusserdahemeueBewertungserfahrengefundenwerden.

DaLinien undPolygonem Gegensatzu PunktereineAusdehnundnabenjst auchzu un-
tersuchenwasbei Uberlappungein derinitialen VerteilunggeschiehtSchlieRlichsollten
die entstehendeNerteilungenauch asthetischdem entsprechenwas man sich unter ei-
ner gleichmaBigenzufalligen Verteilungvorstellt. Auch die Verteilungvon nichtkornvexen
dichtzusammenligenderObjektensollteweiter untersuchtverden.

Fur weiterfuhrendeArbeitenkonntenwir unsaufRerdenvorstellen,die Informationenim
Tiefenpufer zu nutzen.Wenn beispielsweisesin zustzlichesObjekt in eine bestehende
Szeneeingefigt werdensoll, kann dies an der Stelle erfolgen,wo der Z-Puffer auf ei-
ner Voronoi-KantedengroRtenWert besitzt,alsodie Kegelflacheam weitestervom Be-
trachterentferntist. Weiterhin sollten weitere Beispielanwendungenntersuchtwerden,
etwa in der Robotik, bei der Bewegungsplanungind der BestimmungkiirzesterAbstande
(Spanning-Teesygufinden.Auchfir die Planungzon computegeneriertetiKamerafhrten
sind Voronoi-basierté\lgorithmenanwendbar
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Abbildung 6: Relaxierungvon a) Linien und b) Linien mit Punktenmit ¢(x,y)o

(@) (b)

e—82°=8v" nachjeweils 150 Iterationen
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(@) (b)

Abbildung 7: Visualisierungder verwendetenBewertungsfunktionena) ¢(z,y); =
e—8:u2—8y2 b) ¢(x,y)2 — e—4w2—4y2+0.53in2(Wz)sinZ(wy)

(@) (b)

Abbildung8: Resultatevona) ¢(z, y); undb) ¢(x, y)2 nachderOptimierungeineridenti-
schenAusgangspunktmendgweils 150 Iterationsschritte)
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Abbildung9: Relaxierungron PolygonenSchriftzugnacha) 0, b) 150 Iterationen(¢(z, y)
konstant)

@ (b)

Abbildung 10: Ansicht Stanzteilnacha) 0 undb) 80 Iterationsschritteify(x, y)konstany.



